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Dieses Skriptum gibt eine kompakte Einfiihrung in die Integralrechnung, die neben
der Differentialrechnung einen Hauptbestandteil der Analysis bildet.

1 Der Integralbegriff

Die Differentialrechung® 16st das ,, Tangentenproblem*, wihrend die Integralrechnung mit dem
»Flachenproblem™ verkniipft ist.

Ist f eine auf einem Intervall [a, b] definierte reelle Funktion?, so ist der Graph von f eine
Kurve zwischen den Punkten (a, f(a)) und (b, f(b)). Welchen Wert hat der Flacheninhalt
zwischen dem Graphen und der ersten Achse? Genau genommen meinen wir den orientier-
ten Fldacheninhalt, bei dem ein Flachenstiick oberhalb der ersten Achse positiv und ein
Flachenstiick unterhalb der ersten Achse negativ zahlt. Man spricht zwar meist von der ,, Flache
unter dem Graphen”, meint aber damit die Differenz , Inhalt der Flache zwischen Graph und
erster Achse, die oberhalb der ersten Achse liegt, minus Inhalt der Flache zwischen Graph und
erster Achse, die unterhalb der ersten Achse liegt”.

Um diesen orientierten Flacheninhalt zu ermitteln, machen wir die obere Grenze des betrach-
teten Intervalls variabel: Wir fixieren eine Stelle a, bezeichnen den orientierten Flicheninhalt
unter dem Graphen zwischen a und z mit A(z) und nennen die Zuordnung A : x — A(z)
die Flacheninhaltsfunktion. Der orientierte Flacheninhalt zwischen a und b ist dann gleich
A(D). Damit haben wir die Sache zundchst nur benannt, nicht gelést. Wir dndern nun die

1 Siehe das Skriptum Differenzieren — kurz und biindig.

2\Wir setzen stillschweigend voraus, dass f hinreichend , friedlich” ist, sodass sich die folgenden mathema-
tischen Operationen ohne Probleme durchfiihren lassen. Das ist fiir praktisch alle in den bisherigen Skripten
besprochenen Funktionen der Fall. Insbesondere werden wir bei der allgemeinen Diskussion des Integralbegriffs
annehmen, dass der Graph von f eine Kurve ist. Fiir eine systematische Auflistung der fiir Sie relevanten
Funktionenklassen siehe das Skriptum Der Funktionenzoo.
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Obergrenze geringfiigig, indem wir von x zu einer nahe benachbarten Stelle x + h iibergehen,
und vergleichen A(x + h) mit A(x). Ist A > 0 und ist f im Intervall [,z + h] positiv, dann
kann die Situation wie in Abbildung 1 illustriert werden: Die Differenz A(x + h) — A(z) ist
der Inhalt des schmalen Flachenstiicks zwischen = und = + h. Bis auf das durch den Graphen
begrenzte Stiick an der Oberseite sieht es aus wie ein schmales Rechteck der Breite h und der
Hohe f(z). Wir kdnnen dessen Flacheninhalt durch

Az +h) — Alz) ~ h f(z) (1.1)
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Abbildung 1: Um den (orientierten) Flacheninhalt zwischen dem Graphen der Funktion f
und der ersten Achse zu ermitteln, wird untersucht, wie er sich dndert, wenn die Obergrenze
des betrachteten Intervalls von = auf x + h gedndert wird. Mit Az = h wird der Inhalt AA
des dazugekommenen Flachenstiicks als Rechtecksfliche mit Hohe f(x) angenéhert, woraus
ﬁ—‘; ~ f(x) folgt, vgl. (1.2). Im Grenziibergang h — 0 wird daraus die exakte Gleichheit
(1.3), die Grundlage fiir den Hauptsatz der Analysis.

annihern® und machen damit nur einen kleinen Fehler. Je kleiner h gewahlt wird, umso kleiner
wird die Abweichung von der tatsichlichen Flache sein. Dividieren wir beide Seiten von (1.1)

durch h, so erhalten wir
Alx +h) — A(x

3Wire f(x) im Intervall [z,z + h] negativ, so wire die rechte Seite von (1.1) automatisch negativ, was
genau der ldee des orientierten Flacheninhalts entspricht.
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Erkennen Sie auf der linken Seite einen alten Bekannten? Ein Differenzenquotient! Schreiben
wir h als Az und A(z + h) — A(z) als AA, so wird die linke Seite von (1.2) gleich £, also
gleich der Differenz der Funktionswerte von A dividiert durch die Differenz der z-Werte. Das
|adt ein, den Grenziibergang h — 0 durchzufiihren. Die linke Seite wird dann zur Ableitung
44(z) = A'(z). Auf der rechten Seite steht gar kein h, die bleibt also, wie sie ist*. Der
springende Punkt besteht nun darin, dass das Symbol = in (1.2) nach dem Grenziibergang zu
einem = wird! Denn, wie bereits bemerkt: Je kleiner h ist, umso kleiner ist der Fehler, und
im Grenzfall h — 0 verschwindet er ganzlich. Dieses intuitive Argument kann exakt gemacht

werden, worauf wir aber hier verzichten.

Wir erhalten also das (&uBerst wichtige) Resultat:

Al(x) = f(x). (1.3)

Die Ableitung der Flacheninhaltsfunktion A ist gleich der gegebenen Funktion f. Das gibt
Anlass zur Definition eines neuen Begriffs:

Definition: Wir nennen eine Funktion F' eine Stammfunktion der Funktion f,
wenn

F=f (1.4)
gilt.

Die Flacheninhaltsfunktion A ist demnach eine Stammfunktion von f. Wir sagen absicht-
lich ,,eine Stammfunktion”, denn f besitzt nicht nur eine einzige Stammfunktion: Ist F' eine
Stammfunktion von f und c eine reelle Zahl (eine Konstante), so ist auch die Funktion F'+ ¢
eine Stammfunktion von f, denn es gilt dann

(F+ce)=F+ ¢ =F=f. (1.5)
0

Und das sind auch schon alle Stammfunktionen von f. Je zwei Stammfunktionen von f
unterscheiden sich nur um eine (additive) Konstante.

Diese Aussage lasst sich leicht beweisen: Sind F} und F; Stammfunktionen von f
(d.h. Fy' = f und Fy/ = f), so gilt

(F,—F) =FK-F=f-f=0, (1.6)

was besagt, dass die Ableitung von F, — F) gleich 0 ist. Ist die Ableitung einer
Funktion in einem ganzen Intervall gleich 0, so ist diese Funktion gleich einer
Konstanten. Nur dann kann ihr Graph iiberall den Anstieg 0 haben. Es folgt also,
dass es eine Zahl ¢ gibt, sodass F;, — F} = ¢ und daher

F=F+c (17)

gilt.

4 Hitten wir die Hohe des Niherungsrechtecks mit f(x + h) anstelle von f(x) veranschlagt, so stiinde auf
der rechten Seite von (1.2) f(z + h) statt f(z). Auch in diesem Fall erhalten wir nach dem Grenziibergang
h — 0 den Wert f(x), sofern wir (technisches Detail) voraussetzen, dass f stetig ist. Das Gleiche gilt, wenn
als Hohe des Rechtecks ein Zwischenwert gewshlt wird, etwa der Mittelwert 1 (f(z) + f(z + h)).
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Nun kdnnen wir das Flachenproblem I6sen: Ist F' eine beliebige Stammfunktion von f, so gibt
es eine Zahl ¢, sodass F' = A + cist, d.h. es gilt F/(x) = A(x) + c fiir alle x im betrachteten
Bereich. Damit wird

F@—F@:(mm+g—(m@+Q:A@—A@:A@, (1.8)

wobei wir die offensichtliche Tatsache benutzt haben, dass A(a) = 0 ist. (1.8) ist folglich
gleich dem gesuchten orientierten Flacheninhalt zwischen a und b. Wir schreiben ihn in der
Form

/bf(frf) dz (1.9)

an und nennen ihn das bestimmte Integral der Funktion f iiber das Intervall [a,b] (oder
kurz ,,von a bis b"). a heiBt untere Integrationsgrenze (kurz ,untere Grenze"), b heiBt obe-
re Integrationsgrenze (,obere Grenze"). Das Intervall [a,b] heiBt Integrationsbereich. Die
Funktion f (bzw. der Funktionsterm f(z) in (1.9)) heiBt Integrand, das Symbol = in (1.9)
heiBt Integrationsvariable. Wir kénnen nun unser Ergebnis (1.8) so formulieren: Ist F' eine
(beliebige) Stammfunktion von f, so gilt

/ﬂ@M:F@—F@. (1.10)

Diese Aussage heiBt zu Recht Hauptsatz der Analysis® (oder Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung). Sie fiihrt die Flachenberechnung zuriick auf das Auffinden einer
Stammfunktion, d.h. einer Funktion F', deren Ableitung f ist. Die Differenz F'(b) — F'(a) wird

angeschrieben, womit der Hauptsatz die Form
a

meist in der Form F'(x)

b
b
/f@Mx:F@) (1.11)
annimmt. Eine weitere Form, ihn anzuschreiben, ist
b
/F’(x) dx = F(b) — F(a). (1.12)

Beachten Sie, dass das Symbol f nun nicht mehr vorkommt! Diese Form zeigt am direktesten:
Wann immer es gelingt, den Integranden als Ableitung F” zu schreiben, kann das bestimmte
Integral durch simples Einsetzen der Grenzen in F' berechnet werden.

Um also den orientierten Flacheninhalt zu berechnen, muss zuerst eine Stammfunktion gefun-
den werden. Als Symbol fiir die ,,allgemeine” Stammfunktion von f ist die Schreibweise

/f(fﬂ) dx (1.13)

iblich. Sie wird als unbestimmtes Integral bezeichnet.

% Das Wort ,,Analysis* bezeichnet die Differential- und Integralrechnung.
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3 1 1
Beispiel: Mit F' definiert durch F'(z) = % ist F'(x) = 3 (x?’)/ s 3r? = 2%
Definieren wir also f durch f(z) = 22, so ist I eine Stammfunktion von f. Jede
andere Stammfunktion von f unterscheidet sich von F' nur um eine (additive)
Konstante. In diesem Sinn ist es uiblich,

23
/deng—i—C (1.14)
zu schreiben, wobei C' eine beliebige reelle Zahl ist, die Integrationskonstante
heiBt. (1.14) stellt gewissermaBen die Menge aller Stammfunktionen von f dar. Die
Integrationskonstante darf in manchen Zusammenhangen nicht vergessen werden.
Beim Berechnen von bestimmten Integralen allerdings kommt es auf ihren Wert
nicht an, da sie beim Bilden der Differenz in (1.10) herausfallt. Daher ist man
nicht immer so diszipliniert und schreibt statt (1.14) manchmal einfach
3

/a:2d:p: % (1.15)

Man muss aber im Auge behalten, dass (1.15) dann nicht die allgemeine, sondern
nur eine spezielle Stammfunktion von f bezeichnet. Auch Computeralgebrasyste-
me, die uns beim Integrieren helfen, geben in der Regel nur eine Stammfunktion
aus.

Dieses Beispiel zeigt, dass wir bereits in der Lage sind, die Stammfunktionen vieler Funktionen
anzugeben, niamlich all jener Funktionen, die uns bisher als Ableitungen begegnet sind®.

So gilt beispielsweise
sin’(x) = cos(x), (1.16)

woraus im Umkehrschluss folgt
/cos(x) dr = sin(z) + C'. (1.17)

Wollen wir den Flacheninhalt unter dem Graphen der Cosinusfunktion zwischen den Nullstel-

len —7 und 7 wissen (siehe Abbildung 2), so nutzen wir die Stammfunktion (1.17). Da es

beim Berechnen eines bestimmten Integrals nicht auf den Wert der Integrationskonstante C'
ankommt, ignorieren wir sie und schreiben

/2
/ cos(z) dx = sin(x) W/:/Q = sin (g) — sin (—%) =1—-(-1)=2. (1.18)
_x/2

Ein anderes Beispiel (basierend darauf, dass die Ableitung von — cos(z) gleich sin(x) ist) ist

2w

/ sin(z) dz = — cos(x)

0

2m
= —cos(2m) +cos(0) =—-14+1=0. (1.19)
0

6 Und zwar im Skriptum Differenzieren — kurz und biindig.
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Sehen Sie sich den Graphen der Sinusfunktion in Abbildung 3 an, um dieses Ergebnis zu
verstehen!

cos(x)

=T
(1

—1F

Abbildung 2: Der durch (1.18) ausgedriickte Flacheninhalt zwischen den Nullstellen —7
und 5 der Cosinusfunktion.

sin(x)

1t

A

1t

Abbildung 3: Der durch (1.19) ausgedriickte orientierte Fldcheninhalt iiber eine ganze Pe-
riode der Sinusfunktion.

Manchmal ist es bequem, fiir die obere Grenze eines bestimmten Integrals einen Wert zuzu-
lassen, der kleiner als die untere Grenze ist.

Ein physikalisches Beispiel dafiir, das nebenbei auch zeigt, dass Integrale nicht nur
fiir Flachenberechnungen genutzt werden kdnnen: Die Arbeit, die zu verrichten
ist, um einen Korper, auf den eine von der Ortskoordinate = abhangige Kraft f
wirkt, von xy nach x; zu bewegen, ist durch

W= —/f(x) dz (1.20)
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gegeben’. Halten wir zq als Ausgangspunkt der Bewegung fest, so kdnnen wir den
Korper nach rechts (z1 > ), aber auch nach links (x; < o) bewegen. Werden
o und x; vertauscht, so dandert sich das Vorzeichen der Arbeit.

Daher wird festgelegt, dass
a b
/f(m) dr = —/f(ﬁc) dx (1.21)
b a

gelten soll. Werden die Integrationsgrenzen vertauscht, so andert das Integral sein Vorzeichen.
Der Hauptsatz der Analysis (1.10) bzw. (1.11) oder (1.12) gilt mit dieser Konvention auch
dann, wenn b < a ist. (Und fiir a = b ist das bestimmte Integral gleich 0.)

Obwohl wir der Ubersicht halber die Integrationsvariable in den bisher aufgetretenen bestimm-
ten Integralen einheitlich als = bezeichnet haben, kann auch jedes andere Symbol dafiir ver-
wendet werden. So bedeuten beispielsweise

5 5
/x2 dx und /z2 dz (1.22)
3 3

genau das Gleiche. In technischen Anwendungen treten ganz unterschiedliche GréBen als Inte-
grationsvariable auf, und daher werden auch unterschiedliche Schreibweisen verwendet.

2 Deutung bestimmter Integrale

Wir machen nun einige Anmerkungen zur (vorstellungsmaBigen) Deutung bestimmter Integra-
le, und wie diese Deutung in der Integralschreibweise zum Ausdruck kommt.

Das Integralzeichen [ geht auf Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) zuriick, stellt ein
langgestrecktes S dar und soll das Wort ,,Summe" ausdriicken. Wieso Summe? Betrachten
Sie noch einmal Abbildung 1! Der (orientierte) Flacheninhalt des schmalen Streifens, der beim
Schritt von x zu x 4+ h dazugekommen ist, ist ungefahr gleich dem Produkt f(x) h oder, wenn
wir h als Ax schreiben, f(z)Az. Je kleiner Az ist, umso kleiner ist der relative Fehler, den
wir bei dieser Abschitzung des Streifeninhalts machen. Nun kdénnen wir uns vorstellen, die
gesamte Flache zwischen dem Graphen von f und der ersten Achse auf diese Weise in schmale
Streifen der Breite Ax zu zerlegen. Um anzudeuten, dass Az immer kleiner gemacht wird,
damit die Abschatzung des Flacheninhalts immer genauer wird, schreibt man dz statt Ax.
In der Praxis kann man sich vorstellen, dass dx sehr klein ist. Wie in der Differentialrech-
nung® nennt man eine solche , praktisch unendlich kleine* GroBe auch ,infinitesimal®. Damit

7 In der Schule haben Sie wahrscheinlich gelernt , Arbeit ist gleich Kraft mal Weg". Andert sich die Kraft
entlang des Weges, so ist nicht klar, was damit gemeint ist! Mit (1.20) haben Sie die genaue Version des
Zusammenhangs zwischen Arbeit und Kraft (in einer Dimension). Wird die Bewegung gegen die Richtung
der Kraft ausgefiihrt, so ist W > 0. W stellt dann die Arbeit dar, die am Kérper verrichtet wird. Wird die
Bewegung in Richtung der Kraft ausgefiihrt, so ist W < 0, was bedeutet, dass in Wahrheit keine Arbeit am
K&rper verrichtet wird, sondern die Energie —WW gewonnen werden kann.

8 Siehe das Skriptum Differenzieren — kurz und biindig.
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kann das bestimmte Integral folgendermaBen gedeutet werden: Der Integrationsbereich wird
in kleine Teilintervalle der Lange dz zerlegt. In jedem Teilintervall wahlt man ein x, sodass der
(orientierte) Flacheninhalt des schmalen Streifens zwischen Graph und erster Achse, der sich
auf diese Weise ergibt, durch f(z)dz angendhert werden kann (siehe Abbildung 4).

J&)

A

/"‘__“'“‘h-_\\ /

/ \\\\ //

dx | dx | dx | dc | dx | dx |dx | dx | dx | dx |dx | dx | dx | dx | dx | dx
a b

X

Y

Abbildung 4: Zur Deutung des bestimmten Integrals: Die Flache zwischen dem Graphen
einer Funktion f und der ersten Achse wird in schmale Streifen der Breite dz zerlegt, sodass
sich ihr (orientierter) Inhalt als Summe von Produkten , Funktionswert mal dx* annihern
lasst. Im Grenzfall dx — 0 ergibt sich das bestimmte Integral, siehe (2.1).

Das bestimmte Integral ist dann die im Grenzfall beliebig feiner Zerlegungen, also dz — 0,
verstandene

Summe iiber orientierte Flacheninhalte von Rechtecken f(z) - dx . (2.1)

Um zu unterstreichen, dass es sich bei f(x)dx tatsdchlich um ein Produkt handelt, ist hier
ein Malpunkt angeschrieben. In diesem Sinn ist also bei der Schreibweise fiir Integrale der
Ausdruck f(x)dx als Produkt zu verstehen. Diese Deutung (auf die wir im Anhang noch
einmal zuriickkommen werden) hat einige Konsequenzen:

e Setzen Sie bitte beim Anschreiben von (bestimmten und unbestimmten) Integralen rich-
tige Klammern, ganz so, wie Sie Klammern setzen, um das Produkt eines Terms mit einer
Summe zu kennzeichnen. Ein Beispiel fiir korrekt gesetzte Klammern ist der erste Aus-
druck in (5.3) weiter unten. Nicht richtig (obwohl in manchen Lehrbiichern verwendet)
ware die Schreibweise

/g;? + sin(z) dz, (2.2)

denn die wiirde bedeuten, dass dx nur mit sin(z) multipliziert wird, nicht aber mit 2.



Integrieren — kurz und biindig 9

e Die Vorstellung von f(z) dx als Produkt ermdglicht bei Anwendungen, in denen physika-
lische Einheiten vorkommen, einen einfachen Einheitencheck: So stellt beispielsweise das
friher erwdhnte Integral (1.20) die Arbeit dar, die zu verrichten ist, um einen Korper,
auf den eine Kraft wirkt, zu bewegen. Der Check lautet hier

Einheit der Arbeit = Einheit der Kraft - Einheit der Lange (2.3)

(also Joule = Newton - Meter), wobei natiirlich angenommen wird, dass = (und damit
auch dz) eine Lange ist. Uberpriifungen dieser Art sind niitzlich, um Fehler zu finden!
So ist beispielsweise eine Formel

W:—/f(x)xd:v (2.4)

fiir die gegen eine Kraft f zu verrichtende Arbeit schon allein deshalb falsch, weil die
linke Seite eine Arbeit darstellt, die rechte aber eine , Kraft mal Lange zum Quadrat”,
also ,, Arbeit mal Lange".

e Das Symbol dz ist bereits in der Differentialrechnung aufgetreten. Dort konnte die

Ableitung f” auch als , Differentialquotient” in der Form — geschrieben werden. Sowohl

X
bei der Bezeichnung von Ableitungen als auch bei der Schreibweise von bestimmten
Integralen kann man sich dz als eine Differenz von sehr nahe benachbarten z-Werten
vorstellen. Ist A die im ersten Abschnitt besprochene Flacheninhaltsfunktion von f, so

kénnen wir A'(z) = Cfi—A in der Form dA = A’(x) dz schreiben, also als dA = f(z) dx.
T

Die Integralschreibweise bezeichnet das Bilden der Summe all dieser kleinen (orientierten)
Rechtecksflachen dA (im Sinn eines Grenziibergangs dz — 0). So gesehen bezeichnet
das Symbol dx in der Differentialrechnung und in der Integralrechnung das Gleiche!

e Mit der Interpretation von dF = F'(x)dz als kleine (,infinitesimale") Anderung des
Funktionswerts einer Funktion F' beim Ubergang von der Stelle z zur Stelle z+dzx ergibt
sich eine intuitive Interpretation des Hauptsatzes der Analysis in der Formulierung (1.12):
Die linke Seite wird gedeutet als Summe der kleinen Anderungen, die sich ergeben,
wenn z, ausgehend von a, schrittweise um ein kleines dx erhoht wird, bis b erreicht
ist. Insgesamt ergibt sich daraus die Gesamtinderung des Funktionswerts von F' beim
Ubergang von a zu b, also die rechte Seite von (1.12).
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3 Wo treten Integrale auf?

Wir haben den Integralbegriff iiber das , Flachenproblem® eingefiihrt. Aber auch in anderen
Situationen treten Integrale auf. Wann immer eine Summe von Produkten

Funktionswert einer abhingigen GroBe - kleine Anderung der unabhingigen GroBe  (3.1)

tiber ein Intervall der unabhéngigen GroBe, verstanden im Sinn eines Grenziibergangs , kleine
Anderung der unabhangigen GroBe — 0", gebildet wird, handelt es sich um ein bestimmtes
Integral. Ein Beispiel dafiir haben wir bereits in (1.20) angegeben. Hier einige weitere Beispiele®:

e Wihrend eines kleinen Zeitintervalls dt dndert sich die Ortskoordinate x eines bewegten
Korpers um dx = v dt, wobei v seine Geschwindigkeit ist. Daraus folgt: Ist der zeitliche
Verlauf v(t) der Geschwindigkeit eines Korpers bekannt, so legt dieser zwischen zwei
Zeitpunkten ty und ¢, die Strecke

/ o(t) dt (3.2)
to
zuriick!®. (3.2) kann als orientierter Flicheninhalt unter dem Graphen der Funktion
t — v(t) in einem Zeit-Geschwindigkeit-Diagramm angesehen werden.

e Wird das Volumen V' eines Gases geandert (d.h. wird es komprimiert oder ldsst man es
expandieren) und findet kein Warmeaustausch mit der Umgebung statt, so dndert sich
dessen innere Energie U. Fiir eine kleine Volumsianderung dV ist diese Anderung (gemaB
dem ersten Hauptsatz der Warmelehre, der die Erhaltung der Gesamtenergie ausdriickt)
durch dU = —pdV gegeben, wobei p der Druck des Gases ist. Wird das Volumen von
Vo auf V; geandert, so ist die Anderung der inneren Energie gleich

Vi
- [pvyav. (3.3)
Vo

wobei p(V') der Druck ist, der herrscht, wenn das Gas das Volumen V' einnimmt. (3.3)
kann als minus der orientierte Flacheninhalt unter dem Graphen der Funktion V' +— p(V')
in einem Volumen-Druck-Diagramm angesehen werden.

e Wird ein Kondensator der Kapazitat C' geladen oder entladen, so ist damit ein Ladungs-
fluss verbunden, der einer Stromstarke I entspricht. Wahrend eines kleinen Zeitintervalls

1
dt andert sich die Spannung U am Kondensator um dU = ol I dt. Ist der zeitliche Ver-

lauf I(t) der Stromstérke bekannt, so ist der zeitliche Verlauf der Spannung durch

Ult) = U(0) + ~ / I(7)dr (3.4)

9 Dabei gehen wir mit ,,DifFereptiaIen“ wie dt oder dV so um, wie es in technischen Anwendungen iiblich
ist: Wir betrachten sie als kleine Anderungen.
10 Genauer formuliert: (3.2) ist die Differenz , Ortskoordinate zur Zeit ¢; minus Ortskoordinate zur Zeit to*.
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gegeben, wobei U(0) die Spannung zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist. Beachten Sie, dass die Inte-
grationsvariable hier mit 7 bezeichnet wurde, weil das Symbol ¢ (das ja die obere Grenze
darstellt) bereits , besetzt" ist. Das Integral in (3.4) kann als orientierter Flacheninhalt
unter dem Graphen der Funktion ¢ — I(t) in einem Zeit-Stromstarke-Diagramm ange-
sehen werden.

e Ein sehr breites Feld, in dem Integrale auftreten und das in praktisch alle technischen
Anwendungsgebiete hineinreicht, ist das der Differentialgleichungen. Viele Lésungen von
Differentialgleichungen konnen als Integrale ausgedriickt werden. Wir gehen auf dieses
Thema hier nicht weiter ein.
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4 Stammfunktionen einiger elementarer Funktionen

Gehen wir die im Skriptum Differenzieren — kurz und biindig angegebenen Ableitungen ele-
mentarer Funktionen durch und , drehen die Reihenfolge um", so konnen wir sogleich einige
oft bendtigte Stammfunktionen notieren. Dabei haben wir da und dort kleine Anpassungen
vorgenommen?!:

f(x) /f(x) dx Anmerkung
.CET_H
x" r+1+0 firr e R mit r # —1
1 .
— In(Jz]) + C | |-Symbol nur fiir z < 0 relevant
x
sin(z) —cos(z) +C
cos(x) sin(z) + C
! tan(x) + C
an(x
cos?(x)
: in(e) +C | asina) (&) +
e asin(z asin(z) = —acos(x) + =
Vi
1
2 atan(z) + C
e’ e+ C
a® ¢ +C firae Rmita>0und a#1
In(a)
sinh(x) cosh(z) + C
cosh(z) sinh(z) + C
Als Spezialfall der ersten Regel fiir r = 2 erhalten wir (1.14). Weitere Spezialfalle fiir r = %
r=—1 und r = —2 ergeben sich zu
2
/x1/2dx = §x3/2+0, /x_l/de =252 1 C, /IL‘_QdZL’ =—x'+C, (41)
11 Zum Beispiel wurde die Beziehung cos’(z) = —sin(z) in der leicht variierten Form (— cos(x))" = sin(x)

benutzt, um die Stammfunktion der Sinusfunktion angeben zu kénnen.
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was wir auch in der Form
/\/dezzx?’/Q—i—C’ /de:2\/5+(] /idx:—l—i—c (4.2)
3 ’ NI ’ x? T '

schreiben konnen. Ist der Integrand ein Bruchterm, so kann das Symbol dx auch in den Zahler
geschrieben werden. So schreibt man etwa das mittlere der Integrale in (4.2) auch in der Form
dx
— 4.3
o (43)
an.

Bei der Benutzung all dieser Formeln zur Berechnung bestimmter Integrale ist zu beachten,
dass sich innerhalb des Integrationsbereichs keine Stelle befinden darf, an der der Integrand
nicht definiert ist. So ist beispielsweise die Berechnung

(D e

nur dann korrekt, wenn a und b beide positiv oder beide negativ sind. Ist hingegen a negativ
und b positiv, so liegt die Unendlichkeitsstelle O innerhalb des Intervalls [a, b], und folglich ist
(4.4) in diesem Fall nicht anwendbar.

5 Elementare Eigenschaften des Integrals

Bei der Berechnung bestimmter und unbestimmter Integrale von Funktionen, die aus Funktio-
nen zusammengesetzt sind, deren Stammfunktionen wir bereits kennen, helfen einige elemen-
tare Sachverhalte, die unmittelbar aus der Definition des Integrals folgen. Etwas ausgefeiltere
Methoden werden im darauffolgenden Abschnitt besprochen.

¢ Integral einer Summe: Es gilt

/(f(x)—i—g(x))dx—/f(x) dz —i—/g(a:) dz (5.1)

und

b b

/(f(a:)+g(:c)>dx:/bf(x) d:c+/g(:c) dz . (5.2)

a a

In Worten: Das Integral einer Summe ist die Summe der Integrale!?.
Beispiel'3:
3

/ (x2 +sin(x)>da: — / o dr + / sin(z) de = % — cos(z) + C. (5.3)

12|n (5.1) schreiben wir auf der rechten Seite keine Integrationskonstante an, da ohnehin in den beiden
unbestimmten Integralen Integrationskonstanten enthalten sind.

13Von jedem der beiden unbestimmten Integrale zwischen den Gleichheitszeichen kommt eine Integrations-
konstante. Deren Summe, die ja wieder nur eine frei wihlbare Konstante ist, wurde mit C' bezeichnet.
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e Integral eines Vielfachen: Ist ¢ eine reelle Zahl (also eine Konstante), so gilt

/cf(x)dx:c/f(x) dz (5.4)
und

/bcf(:v) dx:c/bf(x) dz. (5.5)

In Worten: Das Integral eines Vielfachen ist das Vielfache des Integrals.
Beispiel'*:

3

/zedx:6/x2dx:6'%+022:U3+C'. (5.6)

e Integral einer Linearkombination: Eine Linearkombination von Funktionen ist eine
»Summe von Vielfachen", beispielsweise eine Funktion der Form r f + s g, wobei f und
g Funktionen und r und s reelle Zahlen sind. Aus den beiden vorangegangenen Regeln
folgt, dass das Integral einer Linearkombination die Linearkombination der Integrale ist:

[ (r7@) +so@)de=r [ swrde +s [ oo (57)

und
b b

/(rf(m)-l-sg(x))dac:r/bf(x) dm+s/g(m) dr, (5.8)

a a

und entsprechende Regeln gelten fiir Linearkombinationen mit mehr als zwei Summan-
den.

Beispiel:

/((m? _5 Sin(:B))dm - 6/:r2 dr — 5/sin(x) dz =

3
:6~%+5cos(x)+C’:2x3+5cos(x)+C’. (5.9)

Fiir Integrale von Produkten, Quotienten und Verkettungen von Funktionen stehen keine ein-

fachen Regeln zur Verfiigung, die immer funktionieren wiirden. Dieser Unterschied zur Dif-

ferentialrechnung (wo es eine Produktregel, eine Quotientenregel und eine Kettenregel zur

Berechnung der Ableitung gibt) macht das Integrieren zu einer schwierigeren Angelegenheit

als das Differenzieren. Fiir das Integrieren gibt es kein ,,Kochrezept”, das immer anwendbar

14 \Vom Integral J @ dz kommt eine Integrationskonstante, deren 6-faches ja wieder nur eine frei wihlbare
Konstante ist, die wir mit C bezeichnen.
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ware. Es gibt sogar (viele) Funktionen, deren Stammfunktionen sich nicht durch , geschlos-
sene” Terme ausdriicken lassen, also durch Terme, die aus uns bekannten Funktionstermen
aufgebaut sind. Beispiele dafiir sind

/ e dr  und / sin(@) (5.10)

T

Werden derartige Integrale oft bendtigt, so gibt man den Funktionen, die sie darstellen, eigene
Namen (wie beispielsweise ,, Fehlerfunktion* — in der Statistik wichtig — und ,, Integralsinus* fiir
Funktionen, die mit Hilfe der Stammfunktionen in (5.10) gebildet werden) und berechnet ihre
Funktionswerte mit eigens dafiir geschaffenen numerischen Methoden (natiirlich am Compu-
ter). Ein weiteres Beispiel fiir ein Integral, das nicht geschlossen durch elementare Funktionen
ausgedriickt werden kann, ist das Integral (6.19), (6.20), das wir spater besprechen werden.

Eine letzte Eigenschaft des bestimmten Integrals, die wir in diesem Abschnitt erwahnen, ist

/bf(a:)d:c—l—/cf(x)dx:/cf(x)dx. (5.11)

Fiir a < b < ¢ besagt diese Beziehung, dass der (orientierte) Flacheninhalt im Intervall [a, |
auch erhalten werden kann, indem man ihn fiir [a,b] und [b, ¢| getrennt berechnet und die
beiden Anteile addiert (sieche Abbildung 5). Das wird unter anderem benutzt, um Integrale
liber stiickweise termdefinierte Funktionen'® zu berechnen. Mit (1.21) gilt (5.11) fiir beliebige
a,b,ceR.

[y —

a c

Abbildung 5: lllustration zu (5.11) fiir a < b < c¢. Der (orientierte) Flacheninhalt zwischen
Graph (rote Linie) und erster Achse im Intervall [a, ] ist die Summe der entsprechenden
(orientierten) Flacheninhalte in den Intervallen [a,b] und [b, ].

15 Siehe das Skriptum Der Funktionenzoo.
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6 Einige Integrationsmethoden

Wie bereits erwahnt, ist das Integrieren schwieriger als das Differenzieren, da es kein ,,Kochre-
zept” fiir Integrale von Produkten und Verkettungen gibt. Manchmal gelingt es, Stammfunk-
tionen zu erraten, aber fiir den Fall, dass das nicht klappt, stehen einige Regeln, die unter
Umstédnden weiterhelfen, zur Verfiigung. Zuvor aber ein Tipp, den Sie immer befolgen konnen:

e Integrieren mit dem Computer: Zégern Sie nicht, beim Integrieren die Hilfe des
Computers in Anspruch zu nehmen! Computeralgebrasysteme (wie Mathematica oder
GeoGebra) haben viele Integrationsverfahren und die Erfahrung von Generationen ein-
gebaut, um — sowohl unbestimmte als auch bestimmte — Integrale zu berechnen. Wenn
Sie lhre Berechnungen lieber auf dem Papier ausfiihren, kénnen Sie die Stammfunk-
tionen, die diese Programme ausgeben, iiberpriifen, indem Sie sie differenzieren. Falls
einmal kein befriedigendes Ergebnis ausgegeben, sondern lediglich die Eingabe wiederholt
(Mathematica) oder ein Fragezeichen ausgegeben wird (GeoGebra), so kdnnen Sie realis-
tischerweise davon ausgehen, dass Sie ebenfalls keine Stammfunktion finden werden! In
den meisten dieser Falle wird es dann gar keinen geschlossenen Term fiir die Stammfunk-
tion geben!®. Wird statt eines Funktionsterms ein (lhnen unbekannter) Funktionsname
ausgegeben, so konnen Sie eine der vielen Quellen im WWW nutzen, um sich iiber die
betreffende Funktion zu informieren. Fazit: Machen Sie sich bitte damit vertraut, wie
das Integrieren mit dem Computerwerkzeug Ihrer Wahl durchgefiihrt wird!

Konsultieren Sie den Rest dieses Abschnitts, wenn Sie kompliziertere Integrale als die bisher
besprochenen auf dem Papier berechnen miissen und es erst mal ohne Computer probieren
wollen!

e Substitutionsmethode fiir unbestimmte Integrale: Die Substitutionsmethode be-
steht darin, bei der Berechnung eines (bestimmten oder unbestimmten) Integrals anstelle
der (als x bezeichneten) Integrationsvariable eine andere Integrationsvariable (wir nen-
nen sie u) einzufithren, mit deren Hilfe sich das Integral leichter berechnen lasst. (Es
wird also die Variable z durch eine neue Variable w ersetzt — , substituiert” —, woraus
sich der Name dieser Methode erklart.) Im Idealfall handelt es sich beim Ubergang von
der Variable x zur Variable w um eine Variablentransformation, d.h. um eine umkehrbare
Entsprechung = <+ u. Jedem Wert von z entspricht dann genau ein Wert von u und
umgekehrt. Ist diese Bedingung erfiillt, so ist es moglich, wahlweise u als Funktion von
x aufzufassen oder x als Funktion von u. Wir werden im Folgenden die Substitutionsme-
thode fiir diesen Fall besprechen und danach auf den Fall eingehen, dass der Ubergang
von x zu u nicht umkehrbar ist. Dabei behandeln wir zuerst unbestimmte Integrale und
im darauffolgenden Punkt bestimmte Integrale.

Die Methode der Variablentransformation (wir nennen sie Methode 1) sei anhand ei-
nes Beispiels demonstriert: Angenommen, wir stehen vor der Aufgabe, das unbestimmte
Integral [z sin(z?)dx zu berechnen, und haben die Vermutung (oder Hoffnung), dass
sich die Integration vereinfachen wird, wenn v = x? als neue Variable verwendet wird.

16 Das bedeutet nicht, dass die Stammfunktion in einem solchen Fall nicht existieren wiirde. Sie ldsst sich
nur — héchstwahrscheinlich — nicht ,, geschlossen darstellen®.
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Damit diese Beziehung umgekehrt werden kann, miissen wir uns auf einen der Bereiche
z > 0 oder z < 0 beschranken. Wir wahlen den Bereich x > 0, in dem die Umkehrtrans-
formation durch # = \/u gegeben ist!”. Der springende Punkt besteht nun darin, durch
die Berechnung einer Ableitung dz durch w und du auszudriicken'®

du d du
it =2x=2+/u, daher dr=—. (6.1)

2\/u

Die gleiche Umrechnungsformel kann auch so erzielt werden:

dx:i\/ﬂ:L daher dx:d—u. (6.2)

du ~ du 2/u’ 2/u

Nun kénnen wir das Integral ganzlich durch die Variable u ausdriicken:

/x sin(z?) do = /\/ﬂsm Oil/b_ ;/sin(u) du =
= —% cos(u) +C = —% cos(z?) + C'. (6.3)

Im letzten Schritt wurde das Ergebnis wieder durch die urspriingliche Variable x ausge-
driickt (,, riicksubstituiert™). Sehen Sie sich genau an, wie sich die Vereinfachung ergeben

1
hat: Es konnte \/u gegen T gekiirzt werden. Die gleiche Methode hatte beim Integral

[ sin(2?) dx keine Vereinfachung gebracht. (Versuchen Sie es!)

Das in (6.3) erzielte Ergebnis gilt zunachst nur im Bereich = > 0. Wenden Sie zur Ubung
die gleiche Methode fiir den Bereich = < 0 an! Das Ergebnis wird (durch x ausgedriickt)
der gleiche Term sein'®.

Besonders haufig benutzte Variablentransformationen sind (mit Konstanten ¢ und k,

wobei k # 0):
u = x4+ c, woraus folgt: dr = du (6.4)
u=kux, woraus folgt: dx = d?u : (6.5)
17 Im Bereich x < 0 wiirde sie z = —+/u lauten.

18 Hier zeigt sich ganz praktisch, dass — wie bereits erwihnt — die Symbole dz und du beim Differenzieren
und beim Integrieren im Grunde das Gleiche bedeuten.

19 Eine andere Methode, das einzusehen, besteht darin, die Beziehung % (—1 cos(z?)) = z sin(2?) zu
tiberpriifen. Sie gilt ganz allgemein, also auch im Bereich < 0. Wa&ren wir durch ein bisschen Probieren auf
diese Beziehung gestoBen, so hatten wir die gesuchte Stammfunktion sogleich gekannt und uns die Variablen-
transformation sparen kdnnen! Viele mathematische Ergebnisse konnen auf unterschiedlichen Wegen erzielt
werden!
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Damit berechnen wir beispielsweise

/sin(?):z:) der = (mitu=3z) = /sin(u)d?u = %/sin(u) du =
- _% cos(u) + C = —% cos(3z) + C (6.7)

/e_gcdx: (mitu:—x):—/e“du:—e"—i-C:—e_x—i-C'. (6.8)

Mit ein bisschen trial and error kann man diese Stammfunktionen aber auch , erraten*?°.

Wir wollen nun noch eine etwas allgemeinere Variante der Substitutionsmethode, die wir
Methode 2 nennen, besprechen: Bisher haben wir vorausgesetzt, dass der Ubergang
von x zur neuen Variable u im betrachteten Bereich umkehrbar ist. Manchmal kommt
man auch ohne diese Voraussetzung aus. Betrachten wir ein Integral der Form

/g(u(x)) o' (z) dx, (6.9)

wobei ¢ und u Funktionen sind. Ist G eine Stammfunktion von g, so gilt (gemaB der
Kettenregel)

% G(u(x)) = G'(u(x)) v'(x) = g(u(z)) v (), (6.10)

was genau gleich dem Integranden von (6.9) ist. Damit ist eine Stammfunktion gefunden,
und das Integral kann berechnet werden:

/ (@) (@) de = Glu(z)) + C. (6.11)

Um dieses Ergebnis zu erhalten, kann formal auch so vorgegangen werden: Zunachst

wird ﬁ =/(x) zu

du = u'(z) dz (6.12)
und damit zu p
u
= 1
dr= s (6.13)

umgeformt. Wird im Integranden anstelle von g(u(z)) einfach g(u) geschrieben, verein-
facht sich das Integral folgendermaBen:

/g(u(x))u’(:c) d;z::/g(u) u'(x) du :/g(u) du = G(u)+ C, (6.14)

u'(x)

20 Sje konnen sich ganz allgemein mit Hilfe der Kettenregel davon iiberzeugen, dass eine Stammfunktion

1
von f(kx + ¢) durch z F(kx + c) gegeben ist, wenn F(x) eine Stammfunktion von f(x) ist.
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was nun wieder als G(u(x))+C geschrieben werden kann. Beachten Sie, wie die zunachst

verbliebene z-Abhangigkeit weggefallen ist: Es konnte u/(z) gegen

— gekiirzt werden.
u' ()

An keiner Stelle wurde vorausgesetzt, dass die Funktion u umkehrbar ist. Wird die
Struktur des Integranden in (6.9) gleich von Beginn an erkannt, muss man nicht so
vorgehen, da sich die Lésung mit (6.11) ja ohnehin sofort ergibt. Aber bei komplizierteren
Integranden kann es auch mal passieren, dass man einen Kandidaten fiir u(x) erkennt,
aber nicht sicher ist, ob die Gesamtstruktur des Integrals wirklich von der Form (6.9)
ist. In einem solchen Fall kann das Integral zunadchst mit Hilfe von (6.13) umgeschrieben
werden. Dann muss versucht werden, ob die Sache aufgeht: Wenn die verbleibenden,
noch von x abhangigen Teilausdriicke im Integranden entweder im betrachteten Bereich
als Funktionen von u(z) geschrieben werden kénnen oder sich herauskiirzen, ergibt sich
ein Integral, in dem nur mehr die Variable v vorkommt. Auf das Integral fx sin(:zc2) dz,
das wir in (6.3) bereits berechnet haben, angewandt, sieht Methode 2 so aus: Mit
u(x) = x* wird

d
du=u'(z)dx =2xdx,  daher  dx= % : (6.15)
Das wird in das Integral eingesetzt (und z? durch u ersetzt):
du 1
. ) . . a2 . _
/a: sin(z”) dex = /x sin(u) 57 = 3 /sm(u) du
1 1
=3 cos(u) + C = —3 cos(z?) + C'. (6.16)

Im letzten Schritt wurde u wieder durch z? ersetzt. Es ergibt sich das gleiche Ergebnis
wie in (6.3), aber aufgrund der geanderten Art der Argumentation wissen wir nun, dass
es ganz allgemein gilt, wahrend (6.3) nur fiir den Bereich z > 0 gewonnen wurde. Der
entscheidende Unterschied ist, dass wir bei der Vorgangsweise in (6.16) nicht darauf
angewiesen sind, = durch u auszudriicken, dass also die Entscheidung, ob x = \/u oder
x = —y/u gesetzt werden soll, gar nicht notwendig war.

Die beiden Methoden sind eng verwandt. Falls beim Versuch, Methode 2 anzuwenden,
im betrachteten Bereich die Umkehrfunktion ©~! von u existiert, so kann mit Hilfe der
Identitat

r=u(u(z)) (6.17)

Jede verbleibende z-Abhangigkeit im Integranden als Funktion von u(z) geschrieben
werden. In diesem Fall reduziert sich Methode 2 auf Methode 1, d.h. auf eine Variablen-
transformation = <> u, wie sie zuvor besprochen wurde. Falls u aber im betrachteten
Bereich keine Umkehrfunktion besitzt und dennoch im Integranden eine Abhangigkeit
von x verbleibt, die nicht als Funktion von wu(z) ausgedriickt werden kann, funktioniert
Methode 2 nicht. Sehen wir uns das anhand unseres letzten Beispiels [ 22 sin(z*) dx
an: Wir setzen (vermuten) in diesem Fall u(z) = z* und berechnen

du

du = (z)dr = 42° dx, daher  do=—.
423

(6.18)
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Damit wird

du 1 du
2 o4 _ 2 _ :
/x sin(z®) dx = /a: sin(u) 1051 /sm(u) - (6.19)
Das verbleibende x im Integranden kann nun nicht mehr als Funktion von u ausgedriickt
werden. Methode 2 mit u(x) = x* funktioniert hier nicht! Wir kdnnen uns aber auf den
Bereich x > 0 beschranken (also zu Methode 1 zuriickkehren). In diesem Bereich lasst
sich die Beziehung u = 2% zu © = u!'/* umkehren®!, und wir kdnnen das Integral in die

Form 1 du 1 du 1
1 . _u _ 2+ . u- 4 —1/4 _;
4/sm(u) o= 4/sm(u) Y 4/u sin(u) du (6.20)

bringen. Leider ist hier trotzdem Endstation, denn das auf diese Weise erhaltene Integral
ist nicht einfacher als das urspriingliche!

e Substitutionsmethode fiir bestimmte Integrale: Soll ein bestimmtes Integral be-
rechnet werden, fiir das die Stammfunktion durch eine Transformation auf eine neue
Variable u gefunden werden kann, so muss man die Stammfunktion nicht unbedingt
durch die urspriingliche Variable x ausdriicken. Es geniigt, die Integrationsgrenzen in die
entsprechenden Werte von u umzurechnen. Das gilt sowohl fiir Methode 1 als auch fiir
Methode 2. Lautet die Substitution beispielsweise © = 3 2 und sind die Grenzen 0 (also
ZLuntere Grenze — 0) und 2 (also Lobere Grenze — 2)1 so st Uuntere Grenze = 3+ 0 =0 und
Uobere Grenze = 3 - 2 = 6. Damit konnen wir beispielsweise berechnen

2 6 ; . 6
/e dx = (mit u = 3x) /e 3 3/6 du
0 0 0
1 6 1 1
T T ) 620

ohne die Stammfunktion %e” wieder durch x ausdriicken zu miissen. Um in der Schreib-
weise ganz deutlich zu machen, dass die Grenzen jetzt nicht fiir x, sondern fiir u einge-
setzt werden, konnen Sie

u==6

1 6

- eu

3
schreiben. Eine solche Notation ist insbesondere dann praktisch, wenn in einer Anwen-
dungssituation unterschiedliche Symbole vorkommen, von denen eines die Integrations-

variable bezeichnet und die anderen lediglich Konstanten sind. So ist beispielsweise klar,

1
statt 3 e" (6.22)

u=0 0

was mit
s=
o2t (6.23)
s=0
gemeint ist (ndmlich ™! — ¢?"), wahrend das bei der Schreibweise
s |1
e*rts (6.24)
0
nicht der Fall ist.
21 Beachten Sie: Im Bereich x < 0 wire x = —u!/?* zu setzen.
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e Methode der partiellen Integration: Ist /' eine Stammfunktion von f und ist g eine
weitere Funktion, so gilt aufgrund der Produktregel

(F@) o)) = F'(@) g(2) + F@)g'(2) = f(2) g(a) + F@) (). (625)

Daher ist F'(x) g(x) eine Stammfunktion von f(z) g(z) + F(x) ¢'(z), und es gilt

Q/mew+F@m%0w—Fumw+c. (6.26)
Das schreiben wir in die Form
[ 1@ g(@)de = F@)g(o) ~ [ Pla)g/a)da (6.27)

um (wobei wir nun die Integrationskonstante weglassen, weil eine solche ohnehin im In-
tegral auf der rechten Seite enthalten ist). Formel (6.27) wird vor allem dann angewandt,
wenn sich das Integral auf der rechten Seite einfacher berechnen lasst als das auf der
linken. Diese Methode heiBt partielle Integration. Sehen Sie sich die Struktur von (6.27)
genau an: Es ist das Integral eines Produkts zu berechnen. Ist

— die Stammfunktion eines der beiden Faktoren bekannt,
— und ergibt sich eine Vereinfachung, wenn dieser Faktor durch seine Stammfunktion
und der andere Faktor durch seine Ableitung ersetzt wird,

so kann die Methode der partiellen Integration angewandt werden.

Wir illustrieren das anhand eines Beispiels: Wir sollen [ sin(z)xz dx berechnen. Mit
f(z) =sin(z) und g(x) = z ist F(x) = — cos(x) und ¢'(z) = 1. Damit wird

/Sin(x) xdr = —cos(x) x + /cos(x) -ldr = —cos(z) x +sin(z) + C'.  (6.28)

Integral erfolgreich berechnet! Aber Achtung: Ist die Aufgabe gestellt, [ sin(z) dz zu
berechnen (die gleiche Aufgabe wie zuvor, nur anders angeschrieben), so bringt es nichts,
f(z) = x und g(x) = sin(z) zu setzen, denn dann handelt man sich ein Integral iiber
22 cos(z) ein. Beim partiellen Integrieren ist also zuerst zu iiberlegen, welcher Faktor die

Rolle von f(z) und welcher die Rolle von g(x) spielen soll!

Besonders reizvoll nimmt sich diese Methode aus, wenn sie auf das unbestimmte Integral
[ sin(z) cos(x) dx angewandt wird. Mit f(z) = sin(z) und g(z) = cos(z) erhalten wir
zunachst

/sin(x) cos(z) dx = — cos(z) cos(z) — /(— cos(x))(—sin(z)) dx =
= —cos?(z) — /cos(m) sin(z) dx . (6.29)

Nun steht das zu berechnende Integral auch rechts vom letzten Gleichheitszeichen, al-
lerdings (und gliicklicherweise) mit einem Minuszeichen! Bezeichnen wir es mit 1, so gilt
also

I =—cos*(z) -1, (6.30)
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was wir als Gleichung fiir I auffassen, die sofort gelost werden kann: Wir addieren [ zu
beiden Seiten dieser Beziehung, dividieren danach beide Seiten durch 2 und erhalten

/sin(x) cos(z) dr = —% cos?(z) + C, (6.31)

wobei wir pflichtbewusst wieder die Integrationskonstante dazugeschrieben haben.

Fiir bestimmte Integrale ist die partielle Integration gemaB der Formel

/ f(z) g(x) dx = F(z) g(x)

a

b
b

— /F(m) g (x)dx (6.32)
durchzufiihren.

7 Uneigentliche Integrale

Bisher haben wir als Integrationsbereiche beschrankte Intervalle betrachtet, und in unseren
Beispielen war der Integrand im gesamten Integrationsbereich einschlieBlich der Integrations-
grenzen endlich. Beides ist nicht unbedingt erforderlich, wie die beiden folgenden Beispiele
zeigen:

e Das bestimmte Integral

dx 1

2 T
1

1
= —lim -+ 1=1, (7.1)

bei dessen Berechnung im letzten Schritt nicht — geschrieben, sondern ein Grenziiber-

gang durchgefiihrt wurde, stellt die Berechnung c?gs Inhalts einer Flache dar, die sich (fiir
beliebig groBe x-Werte) bis ins Unendliche erstreckt. (Siehe Abbildung 6, links oben: Das
Flachenstiick, das sich ,,nach rechts" bis ins Unendliche erstreckt, hat einen endlichen
Flacheninhalt.)

e Das bestimmte Integral

1
d 1
—“7:2\/5’ —2vVI-2V0=1 (7.2)
T 0
0
stellt ebenfalls die Berechnung des Inhalts einer Flache dar, die sich aber nun fiir Werte

x — 0 bis ins Unendliche erstreckt. (Siehe Abbildung 6, rechts oben: Das Flachenstiick,
das sich ,,nach oben" bis ins Unendliche erstreckt, hat einen endlichen Flacheninhalt.)
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Integrale dieser Art heiBen uneigentliche Integrale. Nicht jedes uneigentliche Integral fiihrt auf
einen endlichen Wert, wie die Beispiele

Ood:v 00
| — lim 1 —In(1) = 7.3
% — (@) [” = lim Ina) - (1) = 00 (7.9
1
und
1
dx 1 _
— = In(x) ‘ = In(1) — lim In(z) = o0 (7.4)
Y 0 z—0
0

zeigen?2. (Siehe Abbildung 6, unten: Beide Flachenstiicke, die sich ,,nach rechts” und ,nach
oben" bis ins Unendliche erstrecken, haben einen unendlich groBen Flicheninhalt.)
Zwei weitere, fiir Anwendungen wichtige uneigentliche Integrale sind

e} e}

/e‘z de =1 und /6_332 dr = \/7% : (7.5)
0 0

Das erste ldsst sich mit den uns zur Verfiigung stehenden Methoden leicht berechnen (versu-
chen Sie es!). Die Begriindung des zweiten geht iiber den Stoff dieses Skriptums hinaus.

22 Lesen Sie im Skriptum Exponential- und Logarithmusfunktionen und ihre Graphen nach, wenn Ihnen
nicht klar ist, warum In(0) nicht existiert und warum In(z), salopp ausgedriickt, gegen —oo strebt, wenn x
von positiven Werten her der Stelle 0 beliebig nahe riickt!
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Abbildung 6: Durch uneigentliche Integrale berechnete Flicheninhalte:

— Links oben: Der Inhalt des hervorgehobenen (bis ins Unendliche reichenden)
Flachenstiicks ist endlich und durch (7.1) gegeben.

— Rechts oben: Der Inhalt des hervorgehobenen (bis ins Unendliche reichenden)
Fléchenstiicks ist endlich und durch (7.2) gegeben.

— Links unten: Der Inhalt des hervorgehobenen (bis ins Unendliche reichenden)
Flichenstiicks ist unendlich. Siehe (7.3).

— Rechts unten: Der Inhalt des hervorgehobenen (bis ins Unendliche reichenden)
Flachenstiicks ist unendlich. Siehe (7.4).

X

05 1.0 15 20 25 3.0
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8 Anhang: Riemannsche Summen

S(x)
A
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ol ol ool o1 o1 o1 o1 41 o1 o1 41 o o o 4 - X
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a b

Abbildung 7: Eine Riemannsche Summe: Der Integrationsbereich [a, b] wird in n Teilinterval-
le zerlegt (hier ist n = 16 gewahlt), und innerhalb jedes Teilintervalls wird eine beliebige Stelle
gewahlt, deren Funktionswert die ,,Hohe" eines Rechtecks bestimmt. Die erste und die letzte
dieser Hohen sind mit f(z1) und f(z16) beschriftet. Der (orientierte) Gesamtflicheninhalt
dieser Rechtecke ist eine Riemannsche Summe. Ist f eine integrierbare Funktion, so strebt
die Riemannsche Summe im Grenziibergang n — oo gegen das bestimmte Integral.

Wir haben uns bei der Definition des Integralbegriffs auf unsere Intuition iiber den Verlauf
von Funktionsgraphen verlassen. Hier zum Abschluss dieses Skriptums die genaue Definition
des bestimmten Integrals: Um zunachst eine Anndherung an den orientierten Flacheninhalt
zwischen Graph und erster Achse zu finden, unterteilen wir das Intervall [a, b] in n gleich groBe
Teilintervalle?®, wobei wir ihre Anzahl n offen lassen. Jedes Teilintervall hat demnach die Linge

potzae (8.1)

n

23 Die folgende Konstruktion kann auch fiir Teilintervalle unterschiedlicher Linge durchgefiihrt werden, aber
wir wollen unsere Beschreibung so einfach wie moglich halten.
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In jedem dieser n Teilintervalle wahlen wir eine Stelle, und diese Stellen bezeichnen wir mit
Z1,T2,...,T,. In Abbildung 7 ist eine solche Situation fiir n = 16 dargestellt. Die Approxima-
tion des orientierten Flacheninhalts als Summe von (orientierten) Rechtecksflachen

f@) b+ flz2) h+ -+ fza) b (8.2)

oder, kompakter mit dem Summensymbol angeschrieben?*,
> flak)h (8.3)
k=1

heiBt Riemannsche Summe?®. Falls nun im Grenziibergang n — oo (d.h. bei immer feiner
werdender Unterteilung des Integrationsbereichs)

e die Riemannsche Summe (8.2) stets gegen ein und dieselbe Zahl K strebt,

e und zwar unabhangig davon, wie die Zwischenstellen x, x», . .., x, gewahlt werden,

so nennen wir die Funktion f (Riemann-)integrierbar und bezeichnen die Zahl K als das
b

(Riemann-)Integral von f Giber das Intervall [a, ], geschrieben als [ f(z) da.

a

Fiir eine sehr feine Unterteilung des Integrationsbereichs ist dann

/f(x) dv ~ Y f(zx)h. (8.4)
a k=1

Hier begegnen wir wieder der bereits im zweiten Abschnitt diskutierten Deutung des bestimm-
b

ten Integrals als (Grenzwert einer) Summe von Produkten. Das Integralzeichen [ entspricht
a
dem Bilden der Summe iiber die n Teilintervalle:

/ab — kZ: (8.5)

Der Integrand f(x) entspricht den Funktionswerten f(x)) an den in den Teilintervallen gewahlten
Stellen x; und damit der Hohe der einzelnen Rechtecke in Abbildung 7:

flz) «— f(xg). (8.6)

Das Symbol dx entspricht der Lange h der Teilintervalle und damit der Breite der Rechtecke
in Abbildung 7:
de <— h. (8.7)

24 Diese Schreibweise fiir Summen wurde im Skriptum Der binomische Lehrsatz und die Binomialkoeffizienten

eingefiihrt und erlautert.
25 Nach Bernhard Riemann (1826 — 1866).
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Das Produkt f(z)dx schlieBlich entspricht dem (orientierten) Flacheninhalt f(xy) h der ein-
zelnen Rechtecke in Abbildung 7:

f(x)dz <— f(zg)h. (8.8)

Oft wird statt i das Symbol Ax verwendet. Damit sehen diese Entsprechungen noch sugges-
tiver aus, insbesondere die letzten beiden:

der +— Ax, (8.9)
flz)dr <— f(ap)Ax. (8.10)
Manchmal werden die Zwischenstellen x1, x», ..., z, so gewahlt, dass jeder ihrer Funktions-

werte eine untere Schranke der auf das betreffende Teilintervall eingeschrankten Funktion f ist
(dann heiBt (8.2) eine Untersumme) oder dass jeder ihrer Funktionswerte eine obere Schranke
der auf das betreffende Teilintervall eingeschrankten Funktion f ist (dann heiBt (8.2) eine
Obersumme). Es ist dann jede Untersumme kleiner-gleich jeder Obersumme. Die Funktion
f ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn zwischen die Menge der Untersummen und die
Menge der Obersummen genau eine Zahl passt — diese ist dann das bestimmte Integral.

Diese Betrachtungen haben nicht nur theoretischen Wert, sondern sind auch von praktischer
Relevanz: Falls in einer Anwendung ein bestimmtes Integral auftritt, bei dem alle zuvor be-
sprochenen Integrationsmethoden versagen (z.B. weil es keinen geschlossenen Term fiir die
Stammfunktion gibt), so kann man numerische Methoden anwenden, um seinen Wert zu be-
rechnen. Die einfachste besteht darin, eine Riemannsche Summe der Form (8.2) zu berechnen
(wobei jede der Zwischenstellen x4, xo, . . ., z,, entweder am linken oder am rechten Rand oder
genau in der Mitte des entsprechenden Teilintervalls gewahlt wird) — eine leichte Aufgabe fiir
einen Computer! Die Theorie garantiert uns dann, dass fiir hinreichend groBes n die Abwei-
chung dieser Naherung vom wahren Wert des Integrals beliebig klein wird.

Fast iberfliissig ist es hinzuzufiigen, dass Computeralgebrasysteme auch die Kunst des nume-
rischen Integrierens beherrschen.

Dieses Skriptum wurde erstellt im Juli 2015 im Rahmen des Projekts , Entwicklung und
Durchfiihrung von QualitatssicherungsmaBnahmen in Briickenkursen®
(http://www.mathe-online.at/projekte/QualitaetssicherungBrueckenkurse.html), einer Kooperation
von mathe online (http://www.mathe-online.at/) mit der Fachhochschule Technikum Wien
(http://www.technikum-wien.at/). Es wurde in den Jahren 2015 — 2023 unter Mitwirkung von
Harald Stockinger mehrmals korrigiert und iiberarbeitet. Die Skripten-Seite finden Sie unter
http://www.mathe-online.at/skripten/.
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